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概要

本稿では、(ℤ 係数) ordinary homology H𝑛 を空間のなす ∞-圏 𝒮 からアーベル群のな
す圏 Ab への関手として ∞-圏論的に定義し、それが通常の ordinary homology に関する
Eilenberg–Steenrod axiom に対応する性質をみたすことを示します。self-contained には書
かれていないため、適宜 [HTT] や [HA] などの ∞-圏論に関する文献を参照してください。
なお、H𝑛 の定義は MathOverflow に投稿された質問 [MOF] への回答を参考にしました。
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記法
• (∞, 1)-圏のことを単に ∞-圏と呼ぶことにする。 通常の圏は 1-圏と呼ぶこともある。
• ∞-圏 𝒞 のホモトピー 1-圏を h𝒞 で表す。
• 1-圏 𝒞 を ∞-圏とみなしているとき、そのことを強調するために対応する ∞-圏を N(𝒞) と書くこ
とがある。

• 安定 ∞-圏や加法 1-圏における余直積は記号 ⊕ で表す。 それ以外の (∞-)圏においては記号 ∐ を
用いる。

• 𝒮 を空間 (a.k.a. anima, ∞-groupoid, homotopy type, …) のなす ∞-圏とする。 𝒮 の終対象を ∗ で表
し、その点を pt で表す。

• 可換環 𝑅 に対し、𝑅 上の加群のなす chain complex 全体のなす圏を Ch(𝑅) と表す。

1



1 ordinary homology の定義に使用する概念

 1.1. すべての予備知識を丁寧に解説することはできないため、安定 ∞-圏については適宜 [HA] の 1
章を参考にせよ。

ordinary homology の定義に使用するのは、 ℤ の導来 ∞-圏 とその上の t-structure である。 ま
ず初めに安定 ∞-圏上の t-structure の一般論を紹介したのち、それらについて述べることとする。

1.1 安定 ∞-圏上の t-structure

 1.1.1. まず記法を導入する。 安定 ∞-圏 𝒞 と整数 𝑛 に対して、𝒞 上の自己関手 [𝑛] : 𝒞 → 𝒞 を次のよ
うに定義する :

• 𝑛 が 0 以上なら [𝑛] ≔ Σ𝑛 : 𝒞 → 𝒞.
• 𝑛 が負なら [𝑛] ≔ Ω−𝑛 : 𝒞 → 𝒞.

また、𝒞 の部分圏 𝒟 に対して、関手 [𝑛] による 𝒟 の本質的像を 𝒟[𝑛] と表す。

定義 1.1.2. ([HA, 1.2.1.1, 1.2.1.4]). 𝒞 を安定 ∞-圏とする。 𝒞 上の t-structure とは、𝒞 の
replete な (i.e. 同型で閉じた) 充満部分圏の対 (𝒞≥0,𝒞≤0) であって、次の条件をみたすもののこ
とをいう。

(1) 任意の 𝑋 ∈ 𝒞≥0 と 𝑌 ∈ 𝒞≤0 に対して Homh𝒞(𝑋, Ω𝑌 ) = 0.
(2) 包含 𝒞≥0[1] ⊂ 𝒞≥0 と 𝒞≤0[−1] ⊂ 𝒞≤0 がある。
(3) 任意の 𝑋 ∈ 𝒞 に対して、𝒞 における fiber-cofiber sequence 𝑋′ → 𝑋 → 𝑋″ で、𝑋′ ∈ 𝒞≥0

かつ 𝑋″ ∈ 𝒞≤0[−1] なるものが存在する。

以上の状況で、任意の整数 𝑛 に対し、部分圏 𝒞≥0[𝑛] を 𝒞≥𝑛 と表し、部分圏 𝒞≤0[𝑛] を 𝒞≤𝑛 と表
す。

注意 1.1.3. 安定 ∞-圏 𝒞 に対して、そのホモトピー 1-圏 h𝒞 には自然に三角圏の構造が入る
([HA, 1.1.2.14]) のであった。 𝒞 上の t-structure を与えることは、三角圏 h𝒞 上の通常の意味で
の t-structure を与えることと等しい。

命題 1.1.4. ([HA, 1.2.1.5]). 𝒞 を t-structure を備えた安定 ∞-圏とする。 このとき、任意の整
数 𝑛 ∈ ℤ に対して、𝒞≤𝑛 は 𝒞 の反射的部分圏であり、𝒞≥𝑛 は 𝒞 の余反射的部分圏である。

定義 1.1.5. ([HA, 1.2.1.7]). 命題 1.1.4 により存在する包含 𝒞≤𝑛 ⊂ 𝒞 の左随伴を 𝜏≤𝑛 と表し、
包含 𝒞≥𝑛 ⊂ 𝒞 の右随伴を 𝜏≥𝑛 と表す。

𝜏≤𝑛

inc.
𝒞𝒞≤𝑛 ⊢

 

inc.

𝜏≥𝑛

𝒞𝒞≥𝑛 ⊢

1.2 導来 ∞-圏とその上の t-structure
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定義 1.2.1. 以下、ℤ の導来 ∞-圏の定義を述べるが、この定義は本稿では一切用いない。

(1) Ch(ℤ) の充満部分圏 Ch(ℤ)⚬ を、対象 𝐴∗ ∈ Ch(ℤ) であって、Ch(ℤ) における一意的な射
𝐴∗ → 0 が、任意の quasi-isomorphism かつ level-wise に単射な射に対して RLP をもつよ
うなもの全体のなすものとして定める。

(2) Ch(ℤ) を標準的な方法で dg-圏とみなし、同じく Ch(ℤ)⚬ はその dg-部分圏とみなす。
(3) ℤ の 導来 ∞-圏 𝒟(ℤ) を、dg-nerve Ndg(Ch(ℤ)⚬) として定める ([HA, 1.3.5.8])。

命題 1.2.2. (導来 ∞-圏の基本性質).
(1) 𝒟(ℤ) は安定 ∞-圏である ([HA, 1.3.5.9])。
(2) 𝒟(ℤ) は Ndg(Ch(ℤ)) の反射的部分圏である ([HA, 1.3.5.13])。
(3) 𝒟(ℤ) は presentable である ([HA, 1.3.5.21 (1)])。

 1.2.3. 最後に、𝒟(ℤ) 上の t-structure について述べる。 これは chain complex の homology がどこま
で消えていないかによって定まるものである。

定義 1.2.4. 各整数 𝑛 に対して、
• Ndg(Ch(ℤ))≥𝑛 を、 chain complex 𝑀∗ で H𝑘(𝑀) = 0 (𝑘 < 𝑛) なるもの全体のなす Ndg(Ch(ℤ))
の充満部分圏とする。

• 同様に、Ndg(Ch(ℤ))≤𝑛 を、 chain complex 𝑀∗ で H𝑘(𝑀) = 0 (𝑘 > 𝑛) なるもの全体のなす
Ndg(Ch(ℤ)) の充満部分圏とする。

• そして、𝒟(ℤ)≥𝑛 ≔ Ndg(Ch(ℤ))≥𝑛 ∩ 𝒟(ℤ) また 𝒟(ℤ)≤𝑛 ≔ Ndg(Ch(ℤ))≤𝑛 ∩ 𝒟(ℤ) と定める。

命題 1.2.5. ([HA, 1.3.5.21 (2)]). (𝒟(ℤ)≥0,𝒟(ℤ)≤0) は 𝒟(ℤ) 上の t-structure を定める。

2 ordinary homology

2.1 ordinary homology 関手の定義

 2.1.1. 命題 1.1.4 と 命題 1.2.5 より、colocalization

inc.

𝜏≥0

𝒟(ℤ)𝒟(ℤ)≥ 0 ⊢

が存在するから、𝒟(ℤ) の余完備性より 𝒟(ℤ)≥ 0 も余完備で、包含 𝒟(ℤ)≥ 0 ↪ 𝒟(ℤ) は余連続。

 2.1.2. 𝒟(ℤ)≥ 0 は余完備だから、米田埋め込み よ : ∗ → 𝒮 による制限は、圏同値

よ∗ : Funcocts(𝒮,𝒟(ℤ)≥ 0) ≃ 𝒟(ℤ)≥ 0

を誘導する（米田埋め込みに沿った左 Kan 拡張により得られる）。 ℤ ∈ 𝒟(ℤ)≥ 0 に対応する余連続関
手を 𝐻ℤ : 𝒮 → 𝒟(ℤ)≥ 0 とし、余連続関手 𝐻 : 𝒮 → 𝒟(ℤ) を合成
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𝐻ℤ inc.
𝒮 𝒟(ℤ)≥ 0 𝒟(ℤ)

で定める。

 2.1.3. 安定 ∞-圏のホモトピー 1-圏は additive だから、各整数 𝑛 ≥ 0 に対し、関手

𝐻 Ω𝑛 counit Hom(ℤ, −)
H𝑛 :  𝒮 𝒟(ℤ) 𝒟(ℤ) N(h𝒟(ℤ)) N(Ab)

が定まる。 具体的に書けば、各 𝑋 ∈ 𝒮 に対し、

H𝑛(𝑋) = HomN(h𝒟(ℤ))(ℤ, Ω𝑛𝐻(𝑋)) ∈ Ab

である。

2.2 ordinary homology 関手の性質

 2.2.1. この節では、 2.1 節 で構成した関手 H𝑛 が、ordinary homology に関する Eilenberg–Steenrod
axiom に対応する性質をみたすことを示す。 ∞-圏で議論しているため、homotopy invariance は自明
であることに注意する。 以下、dimension axiom, additivity, Mayer–Vietoris sequence, homology long
exact sequence について述べる。

 2.2.2. (dimension axiom).  2.1.2 で定義した関手 𝐻ℤ は 1 点空間 ∗ ∈ 𝒮 を ℤ ∈ 𝒟(ℤ)≥ 0 に送るのだっ
た。 これより、

H0(∗) = Homh𝒟(ℤ)(ℤ, 𝐻(∗)) ≅ Homh𝒟(ℤ)(ℤ, ℤ) ≅ HomAb(ℤ, ℤ) ≅ ℤ

である。

また、正整数 𝑛 ≥ 1 に対しては Ω𝑛ℤ ∈ 𝒟(ℤ)≤ −𝑛 だから、t-structure の定義より

H𝑛(∗) = Homh𝒟(ℤ)(ℤ, Ω𝑛ℤ) = 0

である。

 2.2.3. (additivity). 集合 𝐼 で添字付けられた空間 𝑋𝑖 ∈ 𝒮 に対して、
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H𝑛(∐
𝑖∈𝐼

𝑋𝑖) = Homh𝒟(ℤ)(ℤ, Ω𝑛(𝐻(∐
𝑖∈𝐼

𝑋𝑖)))

≅ Homh𝒟(ℤ)(ℤ, Ω𝑛(⨁
𝑖∈𝐼

𝐻(𝑋𝑖))) (1)

≅ Homh𝒟(ℤ)(ℤ, ⨁
𝑖∈𝐼

Ω𝑛𝐻(𝑋𝑖)) (2)

≅ Homh𝒟(ℤ)
(
((ℤ, colim

𝐽 ⊂ 𝐼
𝐽 : finite

⨁
𝑗∈𝐽

Ω𝑛𝐻(𝑋𝑗)
)
)) (3)

≅ colim
𝐽 ⊂ 𝐼

𝐽 : finite

Homh𝒟(ℤ)(ℤ, ⨁
𝑗∈𝐽

Ω𝑛𝐻(𝑋𝑗)) (4)

≅ colim
𝐽 ⊂ 𝐼

𝐽 : finite

⨁
𝑗∈𝐽

Homh𝒟(ℤ)(ℤ, Ω𝑛𝐻(𝑋𝑗)) (5)

≅ ⨁
𝑖∈𝐼

Homh𝒟(ℤ)(ℤ, Ω𝑛𝐻(𝑋𝑗))

≅ ⨁
𝑖∈𝐼

H𝑛(𝑋𝑗).

ここで、

(1) 𝐻 の余連続性から。
(2) 𝒟(ℤ) において余直積と有限極限が交換することから。 一般に、任意の安定 ∞-圏において任
意の small colimit と有限極限は交換する (命題 3.1)。

(3) 余直積が有限余直積の filtered colimit で表せることから [HTT, 4.2.3.11]。
(4) ℤ が 𝒟(ℤ) の compact object であること (命題 3.2)、そして、𝜏≤0 : 𝒮 → N(Set) が small colimit
を保つ [HTT, 5.5.6.18] ために、任意の ∞-圏 𝒞 において、もし colim𝑖 Hom𝒞(𝑋, 𝑌𝑖) ≃
Hom𝒞(𝑋, colim𝑖 𝑌𝑖) なら colim𝑖 Homh𝒞(𝑋, 𝑌𝑖) ≅ Homh𝒞(𝑋, colim𝑖 𝑌𝑖) であることから。

(5) 𝒟(ℤ) の安定性から有限直積と有限直和が一致し [HA, 1.1.3.5]、かつそれにより h𝒟(ℤ) が加法
1-圏となる [HA, 1.1.2.9] ことから。

 2.2.4. (Mayer–Vietoris sequence). 𝒮 における pushout

𝐶

𝐴

𝐵

𝑋

を考える。 これを 𝐻 で移せば、𝒟(ℤ) における fiber-cofiber sequence

𝐻(𝐶)

0

𝐻(𝐴) ⊕ 𝐻(𝐵)

𝐻(𝑋)

を得る。 繰り返し fiber をとることで、𝒟(ℤ) における fiber-cofiber sequence の列
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𝐻(𝐶)

0

𝐻(𝐴) ⊕ 𝐻(𝐵)

𝐻(𝑋)

0Ω𝐻(𝑋)Ω𝐻(𝐴) ⊕ Ω𝐻(𝐵)

0

0Ω𝐻(𝐶)

0

Ω2𝐻(𝑋)

⋮ ⋮

を得る。 この図式に関手 Homh𝒟(ℤ)(ℤ, −) : 𝒟(ℤ) → Ab を適用すれば、Ab における可換図式（の列）

H0(𝐶)

0

H0(𝐴) ⊕ H0(𝐵)

H0(𝑋)

0H1(𝑋)H1(𝐴) ⊕ H1(𝐵)

0

0H1(𝐶)

0

H2(𝑋)

⋮ ⋮

を得る。 これが完全列であることを示す。

証明. 上の可換図式から任意の四角を選び、その箇所において ⬚ → ⬚ → ⬚ という形の列が完
全であることを見ればよい。 どこを選んでも、完全性の証明は以下で示すのと全く方法でできる
（このことは以下の証明を見れば明らかである）。 そのため、ここでは列

𝑖𝑛

𝑗𝑛

H𝑛(𝐶)

0

H𝑛(𝐴) ⊕ H𝑛(𝐵)

H𝑛(𝑋)

について完全性を示す。

四角の可換性から Im(𝑖𝑛) ⊂ Ker(𝑗𝑛) はよい。 Ker(𝑗𝑛) ⊂ Im(𝑖𝑛) を示す。 任意の

𝜎 ∈ H𝑛(𝐴) ⊕ H𝑛(𝐵) ≅ Homh𝒟(ℤ)(ℤ, Ω𝑛𝐻(𝐴) ⊕ Ω𝑛𝐻(𝐵))

で、H𝑛(𝑋) において 𝑗𝑛(𝜎) = 0 となるものをとる。 𝑗𝑛(𝜎) = 0 は、h𝒟(ℤ) における可換図式
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𝜎
ℤ

0

Ω𝑛𝐻(𝐴) ⊕ Ω𝑛𝐻(𝐵)

Ω𝑛𝑋

があることを意味する。 ここで、最初に選んだ四角は、𝒟(ℤ) における fiber-cofiber sequence

Ω𝑛𝐻(𝐶)

0

Ω𝑛𝐻(𝐴) ⊕ Ω𝑛𝐻(𝐵)

Ω𝑛𝑋

を Homh𝒟(ℤ)(ℤ, −) で移したものだった。 この pullback の普遍性より、ある射 𝜏 ∈
Homh𝒟(ℤ)(ℤ, Ω𝑛𝐻(𝐶)) が存在して、h𝒟(ℤ) において

𝜏
𝜎

Ω𝑛𝐻(𝐶)

0

Ω𝑛𝐻(𝐴) ⊕ Ω𝑛𝐻(𝐵)

Ω𝑛𝑋

ℤ

が可換となる。 よって h𝒟(ℤ) において 𝜎 = 𝑖𝑛(𝜏) であるから、𝜎 ∈ Im(𝑖𝑛) である。

最後に H0(𝐴) ⊕ H0(𝐵) → H0(𝑋) → 0 が完全であることを示す。 𝒟(ℤ) において fiber-cofiber
sequence

𝐻(𝐶)

0

𝐻(𝐴) ⊕ 𝐻(𝐵)

𝐻(𝑋)

0

Σ𝐻(𝐶)

があるから、これを Homh𝒟(ℤ)(ℤ, −) で移せば、Ab における可換図式

H0(𝐶)

0

H0(𝐴) ⊕ H0(𝐵)

H0(𝑋)

0

Homh𝒟(ℤ)(ℤ, Σ𝐻(𝐶))

を得る。 上の議論と同様にして、右側の四角から 0 の除いてできる列

H0(𝐴) ⊕ H0(𝐵) ⟶ H0(𝑋) ⟶ Homh𝒟(ℤ)(ℤ, Σ𝐻(𝐶))

が完全だとわかる。 ここで、𝐻(𝐶) ∈ 𝒟(ℤ)≥ 0 だったから Σ𝐻(𝐶) ∈ 𝒟(ℤ)≥ 1 である。 これを用いる
と、chain complex のなす dg-圏を通じた議論によって Homh𝒟(ℤ)(ℤ, Σ𝐻(𝐶)) = 0 が示せ（詳細は 命
題 3.3 を参照。筆者はより簡単な証明は知らない）、これにて証明が完了する。

注意 2.2.5. 簡単にまとめると、空間の pushout から得られる 𝒟(ℤ) の fiber-cofiber sequence を
“上に” 伸ばしていき、 𝜋0Map𝒟(ℤ)(ℤ, −) を適用すると図式の形と pullback 性から完全性がわか
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る。 また、“下に” 伸ばしていくと、𝜋0Map𝒟(ℤ)(ℤ, −) を適用したときそれは “𝜋−1” になり、
𝐻(𝑋) が負の情報を持たないことから、完全列の負の部分は消えることがわかる。

以上で、アーベル群の長完全列

H0(𝐶) H0(𝐴) ⊕ H0(𝐵) H0(𝑋) 0

H1(𝐶) H1(𝐴) ⊕ H1(𝐵) H1(𝑋)

H2(𝑋)⋯⋯

が得られた。 これが Mayer–Vietoris sequence である。

 2.2.6. 上で得た Mayer–Vietoris sequence において、𝐵 = ∗ とすれば、ペア 𝐶 → 𝐴 に対する
homology long exact sequence が得られ、𝐴 = 𝐵 = ∗ とすれば、(unreduced) homology の懸垂同型
H𝑛+1(Σ𝐶) ≅ H𝑛(𝐶) (𝑛 ≥ 1) が得られる。

2.3 ordinary homology の計算例 (未完)

 2.3.1. (𝑛 次元球面). 2.2 節 で述べた内容を利用して、 ordinary homology の計算例を見る。

各整数 𝑛 ≥ 0 に対して、 𝑛 次元球面 (𝑛-dimensional sphere) 𝑆𝑛 ∈ 𝒮 を次のように帰納的に定義す
る。

• 𝑆0 ≔ ∗ ∐ ∗ ∈ 𝒮 と定める。
• 𝑆𝑛 ∈ 𝒮 が定義できたら、𝑆𝑛+1 ∈ 𝒮 を 𝑆𝑛+1 ≔ Σ(𝑆𝑛) として、すなわち、pushout

𝑆𝑛

∗

∗

𝑆𝑛+1

で定める。

 2.3.2. (計算の概略). 𝑆𝑛 の ordinary homology は 2.2 節 で述べた性質や圏論を用いて計算することが
できる。 当初は詳細に解説する予定であったが、一旦、概略だけを述べることとする。

まず、H𝑛(𝑆0) は additivity から直ちに計算できる。 𝑆1 以降は懸垂同型によって 𝑛 ≥ 2 での H𝑛 は
簡単に求まる。 一方、H0 と H1 を決定するには chain complex の考察が必要となる。 すなわち、完
全列

0 → H1(𝑆𝑛+1) → H0(𝑆𝑛) → ℤ ⊕ ℤ → H0(𝑆𝑛+1) → 0

の両端を決定するために、中央の射を決定したいが、そのために、帰納的に、 𝒮 における pushout
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𝑆𝑛

∗

∗

𝑆𝑛+1

を  2.1.2 の関手 𝐻 : 𝒮 → 𝒟(ℤ) で移して得られる biCartesian square

𝛼

𝛼
𝐻(𝑆𝑛)

ℤ

ℤ

𝐻(𝑆𝑛+1)

の射 𝛼 の 0 次付近の部分を決定し、また、𝒟(ℤ) における cofiber を Ch(ℤ) における mapping cone
を用いて具体的に表す [HA, 1.3.2.17] ことで 𝐻(𝑆𝑛+1) の 0 次付近の情報を決定することとなる。

2.4 その他の事項について

 2.4.1. 𝒮 のモデルとして位相空間をとったときに、今回扱った ordinary homology が位相空間の
ordinary homology とどう対応するかについては考えていません。

 2.4.2. (積空間の homology). この枠組みで Künneth の定理は捉えられるでしょうか？ もし  2.1.2 に
おける関手 𝐻ℤ : 𝒮 → 𝒟(ℤ)≥ 0 を symmetric monoidal にとれれば、Eilenberg–Zilber の定理の類似
𝐻ℤ(𝑋 × 𝑌 ) ≃ 𝐻ℤ(𝑋) ⊗ℤ 𝐻ℤ(𝑌 ) が成り立つことになります。 これを用いれば [HA, 7.2.1.19] のスペク
トル系列が 𝒟(ℤ) ≃ Mod𝐻ℤ において適用でき、古典的な Künneth スペクトル系列が得られそうです。

対称モノイダル閉表示可能圏とその間の対称モノイダル余連続関手全体のなす圏 𝒫rL,smon を考える
と、𝒫rL,smon の始対象は空間のなす圏 𝒮 にモノイダル積を直積で、unit を ∗ で定めた対称モノイダル
圏になります（[Gro10] の Proposition 5.32 の直後の記述を参照）。 したがって、𝒟(ℤ)≥ 0 が対称モノ
イダル閉表示可能圏であれば、対象 ℤ ∈ 𝒟(ℤ)≥ 0 から対称モノイダル余連続関手 𝐻ℤ : 𝒮 → 𝒟(ℤ)≥ 0 が
定まります。

𝒟(ℤ) には chain complex のテンソル積から定まる対称モノイダル構造が入ります [HA, 7.1.2.12]。
さらに、そのモノイダル積はそれぞれの引数について small colimit を保ちます（ 要出典 ）。 𝒟(ℤ) ≃
Mod𝐻ℤ [HA, 7.1.1.16] と [HA, 7.1.1.13 (1)] より、𝒟(ℤ)≥ 0 は ℤ を含み small colimit で閉じた最小の
𝒟(ℤ) の充満部分圏であるため、[HA, 7.1.1.7] の証明と同様にして、𝒟(ℤ) の対称モノイダル構造が
𝒟(ℤ)≥ 0 に制限されることがわかります。 また、[HA, 1.3.5.21] と [HA, 1.4.4.12, 1.4.4.13] より
𝒟(ℤ)≥0 は presentable であるため、以上より 𝒟(ℤ)≥ 0 ∈ 𝒫rL,smon です。

3 ∞-圏論に関する補足

命題 3.1. 𝒞 を安定圏、𝐾 を simplicial set とし、𝒞 が任意の 𝐾-indexed colimit をもつとする。
このとき、colim : Fun(𝐾,𝒞) → 𝒞 は有限極限を保つ。

9



証明. pointwise に考えることで、Fun(𝐾,𝒞) も安定圏であることがわかる [HA, 1.1.3.1]。 余極限
同士は交換するから、colim : Fun(𝐾,𝒞) → 𝒞 は右完全である。 よって [HA, 1.1.4.1] より colim :
Fun(𝐾,𝒞) → 𝒞 は左完全である。

命題 3.2. 𝒟(ℤ) の 𝜔-compact object は、perfect complex (i.e. 有限生成射影加群からなる
bounded complex と quasi-isomorphic な chain complex) とちょうど一致する。

証明. [HA, 1.4.4.1 (3)] より、任意の余完備な安定 ∞-圏 𝒞 に対して、𝑋 ∈ 𝒞 が 𝒞 の 𝜔-compact
object であることと、𝑋 が三角圏 h𝒞 における compact object であること、すなわち
Homh𝒞(𝑋, −) : h𝒞 → Ab が任意個の直和を保つことは同値である。 h𝒟(ℤ) は古典的な ℤ の導来
圏 𝐷(ℤ) と一致することが知られており、また、𝐷(ℤ) における compact object はちょうど
perfect complex と一致することが知られている (例えば Stacks Project の Tag 07LT (web ページ
へのリンク) を参照)。

命題 3.3. 任意の正整数 𝑛 ≥ 1 と 𝑀 ∈ 𝒟(ℤ)≥ 𝑛 に対して、Homh𝒟(ℤ)(ℤ, 𝑀) = 0.

証明. 𝑛 ≥ 1 より 𝒟(ℤ)≥ 𝑛 ⊂ 𝒟(ℤ)≥ 1 だから、𝑛 = 1 の場合に示せばよい。 𝑀 ∈ 𝒟(ℤ)≥ 1 とす
る。 [HA, 1.3.2.21] の証明と同様な論法を用いて主張を示す。

(1) 𝒟(ℤ) は Ndg(Ch(ℤ)) の充満部分圏だから、 Hom𝒟(ℤ)(ℤ, 𝑀) ≃ HomNdg(Ch(ℤ))(ℤ, 𝑀). また、
Ndg(Ch(ℤ)) の homotopy category は dg-category Ch(ℤ) の homotopy category (定義は例え
ば [HA, 1.3.1.5] を参照) と同値だから [HA, 1.3.1.11]、

Homh𝒟(ℤ)(ℤ, 𝑀) ≅ HomhCh(ℤ)(ℤ, 𝑀)

である。
(2) dg-category の homotopy category の定義から、

HomhCh(ℤ)(ℤ, 𝑀) = H0(MapCh(ℤ)(ℤ, 𝑀)∗)

となる。 ここで、 MapCh(ℤ)(ℤ, 𝑀)∗ ∈ Ch(ℤ) は Ch(ℤ) の internal-hom である。
(3) 𝑀 ∈ 𝒟(ℤ)≥ 1 より H𝑘(𝑀) = 0 (𝑘 < 1) である。 よって、Ab における可換図式

𝑑 𝑑

𝑀2 Ker(𝑀1 ⟶
𝑑

𝑀0) 0

𝑀2 𝑀1 𝑀0

⋯ ⋯

⋯ ⋯

で定まる chain complex の射を 𝑓 : 𝑁∗ → 𝑀∗ とするとこれは quasi-isomorphism となる。 こ
こで、𝑁∗ は 𝑛 ≥ 2 では 𝑀  と同じで、𝑛 ≤ 0 では 0 のみからなる。

(4) ℤ ∈ Ab は projective だから、[HA, 1.3.2.20] より、 𝑓 との合成から誘導される chain
complex の射

MapCh(ℤ)(ℤ, 𝑁∗)∗ → MapCh(ℤ)(ℤ, 𝑀∗)∗

は quasi-isomorphism である。 また、𝑁∗ の定義より MapCh(ℤ)(ℤ, 𝑁∗)0 = 0 だから、
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HomhCh(ℤ)(ℤ, 𝑀) = H0(MapCh(ℤ)(ℤ, 𝑀)∗) ≅ H0(MapCh(ℤ)(ℤ, 𝑁∗)∗) = 0

である。
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